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Correction de Série n° 2
— Espace Vectoriels Normés —

Exercice 1

Dites si les propositions suivantes sont vraies ou fausses avec la justificatin:

1- Si (E,N) est un espace vectoriel normé, x € E,r > 0, et B(x,r) est la boule de centre = et de rayon
r > 0, alors pour tout A >0, AB(z,r)= B(x, Ar).

2- N : (z,y) — |5z + 3y| est une norme sur R?.

3- Soit E = Ry[z], Alors N : P — |P(0)| + |P(1)| est une norme sur E.

4- Si Ny et Ny sont deux normes équivalentes sur F, et si on note By = {x € E,N; < 1} et B; = {z €
E, Ny < 1}, alors il existe a,b > 0 tels que aBy C By C bBj.

5- Soit (U,,) une suite de I'espace vectoriel normé (E, ||.||) et soit £ € E. Alors (U,) converge vers ¢ si et
seulement si (||U,, — ¢) tend vers 0.
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1- faux. car AB(z,r) = B(Azx, \r).

2. faux. car N(z,y) =0 2z =y =0 (six = -3 et y =5 alors N(z,y) = 0).

3- Vrai. car N(p) =0 = p =0 car p € Ry[z].

4- Vrai car Si Ni et Nz sont deux normes équivalentes sur E et si on note By = {x € E,N; < 1} et
B = {x € E,NQ < 1}.
Alors da, 8 sont St. positif tel que alN7 < Ny < SNy,

Siz € By Alors Np(z) <1=Ni(z) <l =z2elB
D’ou on pose que b = é alors By C bB;.
I’autre inclusion se montre de fagon similaire.

5- Vrai car c’est une conséquence facile de la définition de la convergence d’une suite.

Exercice 2
Soit (E,|.||) une espace vectoriel normé.
1°) Démontrer que, pour tous z,y € E, On a.

[zl + Nyl < =+ yll + llz =yl

En déduire que
2] + llyll < 2max(|lz + yl|, |z —yl)

2°) On suppose désormais que la norme est issue d’un produit Scalaire, Démontrer que, pour tous x,y € F,
On a
(lll + ly)? < lle +ylI* + = = y?

En déduire que
(lz[l + llyl)? < V2max(fla + yll, [z — yl)
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Soit (E,||.]|) une espace vectoriel normé.
1°) Soit z,y € E, On écrit.

z=g(@+y)+5(z—y)ety=g(e+y) +5(y—z)
de sorte que , par l'inigalité triangulaire.

]| < %(H(% +y)ll+ 1@ =)l

et
[yl < %(H(Hy)ll + [[(z =y
D’ou
2]l + [lyll < [z + )l + [z =)
Puisque:

(@ + y)l| < max(||(z+y), [(z = y)II)
et

Iz — )| <max(||(z+y)l, |z —y)l])
D’ou

[+ yll + [l = yl| < 2max(fi(z + y)l, [I(z = y)I)

En déduire que
Izl + llyll < 2max([[(z + y)|, [[(z — »)])

1°)
Soit < .,. > le produit Scalaire dont est issu la norme. Alors

2+l = llz]* + lyll* + 2 < 2,y >

et

lz = yl* =zl + lyll* -2 < z,y >
d’ou

lz +yl* + llz = ylI* = l2® + 1y + el + Iyl* > el + Iyl* + 2llellly] = (2]l + ly])?

Donc

(lzll +1yID? <z +ylI* + llz — ylI?
Puisque

lz + | < max(fla + yll? Iz — y]*)
et

lz =y < max(|la + yl|? lz — y*)
Alors

lz +yl1? + |z — y|* < 2max(||z + yl*, |« - y|*)
D’ou
(lzll + 1yI)? < 2max(|la +ylf, ||z — y[I*)

Donc

]l + llll < V2max(a +y[?, o — y|*)

Exercice 3
Dans E = R™ Montrer que ||.|[1, ||-ll2 et |.]|co des normes deus a deux équivalentes.
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e Pour tout = = (x1,x9,...,x,) € R"

Alors
n n
lzlly =)zl < zlloo = nllflo
i=1 i=1

D’autre part, si ig est indice tel que ||z||oc = |zi,| alors
[2lloo = [2io| < [z1] + |22] + ... + |2n| = ([l

Donc
[zlloe < llzll1 < nflzlo

ce ci montre que ||z||o et ||x||1 sont deux normes équivalentes.

e Pour tout = = (z1, 2, ..., x,) € R”
Alors

n n
lzllz = | D122l < | D lellZ = Valzls
=1 =1

D’autre part, si ig est indice tel que ||z||cc = |i,| alors

loloo = /122 < \JIa3] +123] + . + 23] = |1zl

Donc
[#]loo < fl2ll2 < VRl 2[00

ce ci montre que [|z||« et ||z]|2 sont deux normes équivalentes.

e Par transivité, on en déduit que ||z||2 et ||z||; sont deux normes équivalentes.

Rq: on peut obtenir directement des inégalités entre ||z||2 et ||z||1 sans passer par ||z|| o pour x = (z1, x2, ...

R™ I'inégalité de Cauchy-Schwartz fournuit

|zl =1 X |z + ...+ 1 X |z, < V12 + .+ 12\/\:1;1|2 + o+ 20?2 = V|22

D’autre part

n n
O lail)? =Y |zl = ||z
i=1 i=1

Donc
[z]l2 < |lzlls < Vnllz2

ce ci montre que [|z||; et |||z sont deux normes équivalentes.

Exercice 4 (Proposition dans le cours).
L’espace vectoriel R muni de la norme euclidienne est un espace vectoriel normé complet.
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Soit (un)nen, une suite de Cauchy de R. Alors nous avons vu que (uy,)nen est une suite bornée de R.

D’apres la propriété de Bolzano-Weierstrass:(de toute suite bornée de réels, on peut extraire une sous-suite

convergente).

on peut extraire de (uy,)pen une sous-suite convergente dans R. Par conséquent, (uy)nen possede une valeur
d’adhérence dans R. Or, toute suite de Cauchy possédant une valeur d’adhérence converge. On en déduit que

(up)nen converge, et donc, R est un espace vectoriel normé complet.

Exercice 5



Soit E l'espace vectoriel des fonctions continues sur [0, 1] dans valeurs R, on définit f € E.

1
[flloo = sup{[f(z)[, = € [0,1]} et [|f]h :/0 |/ (x)|dx

1°) Vérifier que || f|~, et || f]|1 sont deux normes sur E.
2°)Montere que pour tout f € E, || fl1 < ||f]loo

En utilisant la suite de fonctions f,(z) = 2™, pouver que ces deux normes ne sont pas équivalentes.
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Soit E l'espace vectoriel des fonctions continues sur [0, 1] dans valeurs R, on définit f € E.

1
[flloo = sup{[f(z)[, 2 € [0,1]} et [|f]h 2/0 |f ()]d

1°)
- pour |[f[lec = sup{|f(z)|,x € [0,1]}

Remarquons d’abord qu’une fonction continue sur [0, 1] est bornnée. ceci justifie que || || est bien définie.
Pour tout f € E. De plus, on a toujours || f|lec > 0.
D’autre part, Si || f|jco = sup{|f(z)|,z € [0,1]} = 0, alors pour tout = dans [0,1] , f(z) =0, et donc f =0

e Pour A € R et f dans E. Pour tout x de [0,1], on a

(Af(2)] = AL ()]
et passant au max,
IAf (@)oo = AL ()]l

e Etudions 'inégalité triangulaire.
Soient f et g deux éléments de E, Pour tout x de [0, 1]
On a

[f (@) + g(x)] < [ f(2)] + |g(2)]

Passant au max, on obtient

1+ glloo <[ flloo + llgllo

finallement || f|lcoc = sup{|f(z)],z € [0,1]} est une norme sur E.

- Pour ||f]1 = fol |f(x)|dz
e ona | f[l1 > 0.

e Rappelons que l'intégrale d’une fonction continue positive est nulle si et seulement si , il s’agit de la fonc-
tion nulle.

Rappelons d’autre part que si f est continue, alors |f| est continue.
on a donc démontre que ||f|i =0< f=0.

e D’autre part Vz € [0,1]

1 1
/O AF(@)]dz = | /O f(@)|de

donc
[Afll = (Al fl

e pour tout z € [0, 1]

on a

|f (@) + g(@)| < |f(2)] + |g(2)]



d’ou
1 1 1
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alors
Wf+allh < fll+ gl inégalité triangulaire

Donc [|.||; est une norme.
2°)
e Remarquons que pour chaque z de [0, 1], on a

[f (@) < 11f (@)l

on intégre cette inégalité entre 0 et 1, on trouve

1
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o Pour fo(x) = 2", ona||f(z)lle=1et | f(2)]1 = 35
si les normes étaient équivalentes, il existe une constante k > 0 tel que || f|lco < k|| f]]1 , pour f = f,

on obtient "
| falloo < Kkl fnlli © 1< —— —=0 pourn— +oo
n+1

contrduction, alors les deux normes ||.||; et ||.|| ne sont pas équivalentes. [



